Il principio di corrispondenza e il principio della sovrapposizione degli stati nella meccanica quantistica
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Prima di vedere che cos’è il principio di corrispondenza nella meccanica quantistica, voglio parlare dell’equazione caratteristica di una matrice.
Consideriamo nel piano cartesiano [image: image2.png]


delle coppie di numeri reali (x,y) riferito a un sistema monometrico ortogonale xOy un vettore x di coordinate[image: image4.png](x,x2)



 avente origine nel punto A[image: image6.png](x4,5)



 e cima nel punto B[image: image8.png](x5Y5),



 per cui [image: image10.png]X1 =Xp—Xa, X2=Yp— Ya



 sono le componenti scalari di x rispetto agli assi x e y di versori i, j e l’espressione cartesiana è x [image: image12.png]X1l + %3]



.
Sia una trasformazione [image: image14.png]lineare”



 ( di [image: image16.png]


 in sé che trasforma il vettore x in un vettore [image: image18.png]


 di coordinate [image: image20.png](xy,x5)



 secondo la legge [image: image22.png]A x
x-x =Ax



 , dove l’operatore ( è la matrice quadrata (=[image: image24.png](11 @127
@y, @y,



. Possiamo quindi scrivere in forma matriciale la trasformazione  [image: image26.png]come?



                      [image: image28.png]l=les ]l
= oy azlle,



 , equivalente al sistema [image: image30.png]X+ 312"2}
9%y +a5,%,.




         ( vedi fig.) . 
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Premesso ciò, ci poniamo il problema dell’esistenza di scalari che per mezzo della trasformazione ( permettano di allungare o accorciare un determinato vettore; formalizzando il problema,  cerchiamo quindi scalari [image: image33.png]1ER



  tali che  nella trasformazione [image: image35.png]


, si abbia [image: image37.png]


 [image: image39.png]=



.
[image: image390.png]vhkeR



Considerata allora l’equazione [image: image41.png]AX=1X



 , ogni vettore x  che tramite ( viene trasformato in [image: image43.png]


 si dice invariante rispetto alla trasformazione [image: image45.png]


, quindi vogliamo stabilire l’equazione caratteristica della trasformazione . Detta [image: image47.png]


 la matrice identica, segue che ([image: image49.png]=[5 3



 e la matrice  opposta di A

-(=[image: image51.png](-)A= [7 a,z]

ay —ag



, segue ([image: image53.png]4 0, ™% - ’asz]
asz (A —ayy |
11 o
1] [“zs ﬂzz —a, A-a.
[—A= [



, [image: image55.png]donde®



 [image: image57.png]Ax=Ix=lx—Ax=0=lx— Ax=0=A1- A)x=0




, che equivale al sistema omogeneo nelle incognite [image: image59.png]


 e [image: image61.png]


   [image: image63.png][A—ay  —ap ] [

—ay  A—ay



  ovvero [image: image65.png](A=ay)xi—apx;
ay %y + (A—ay)x,




 che ha soluzioni non banali se e solo se è uguale a zero il determinante della matrice [image: image67.png]


 ,
 [image: image69.png][4—@an —Qpz

= (2—ay) (A= az)=aaz = £ = (an +a2) 2+ (ayyaz — apan)
—ay; A—ay




.
Allora il polinomio  ([image: image71.png]A2 —(ayy +ag;) A+ (ag1870 — ay2apq)




prende il nome di polinomio caratteristico della matrice [image: image73.png]


, mentre l’equazione ([image: image75.png](D=0



 si dice equazione caratteristica  di [image: image77.png]


, infine le radici del polinomio caratteristico, soluzioni dell’equazione caratteristica, dette autovalori (radici caratteristiche o latenti), formano un insieme detto spettro dell’operatore [image: image79.png]


.                        In corrispondenza delle radici caratteristiche (, l’equazione vettoriale [image: image81.png]Ax=Ax



, che ora possiamo chiamare equazione agli autovalori, ha soluzioni non banali che risultano essere le componenti di vettori invarianti caratteristici detti autovettori. Tutto ciò si generalizza a n dimensioni. Vediamo un esempio. Consideriamo la trasformazione definita dalla matrice [image: image83.png]


 e determiniamo per quali valori di ( si hanno vettori invarianti nella trasformazione [image: image85.png]Ax=ax=[ 2
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. Imponendo [image: image89.png]detA=0=

(4-2)

(21— 3)|

0=



 [image: image91.png](- 2)(/173)72:11275/l+4a{j’1




, da cui si ricava che per ([image: image93.png]


 si ottiene la trasformazione identica [image: image95.png]


 che porta ogni vettore in sé stesso [image: image97.png]s o e i E S SR CRPRES 2



, donde all’autovalore ([image: image99.png]


, l’autovettore [image: image101.png]


 associato genera uno spazio vettoriale unidimensionale nel quale ogni vettore invariante è del tipo [image: image103.png]


,[image: image105.png]vk € R



; infatti[image: image107.png]SR A Y



. Invece per ([image: image109.png]


 si ha [image: image111.png]22 — 2x. }ﬁ{x,*xz
Xy +x, =0 l-x,+x, =0,

,ﬂx:u:»{ }:"1,212:"(’51 . X)




, per cui in corrispondenza dell’autovalore ([image: image113.png]


 l’autovettore [image: image115.png](1

1)



 genera uno spazio vettoriale unidimensionale nel quale ogni vettore invariante è del tipo [image: image117.png](k

k)



, [image: image119.png]vk € R



; infatti [image: image121.png]G aG)=Giran] ==l



.
Dopo questa premessa che in qualche modo può essere orientativa per lo studente, bisogna dire che tra la meccanica classica e la meccanica quantistica vale il principio di corrispondenza il quale stabilisce che ad ogni grandezza fisica della prima associa un operatore lineare [image: image123.png]17(0,C) - L*(0,0)



 , con ([image: image125.png]


 aperto e [image: image127.png]L?(Q,C)



spazio vettoriale complesso di tutte le funzioni   [image: image129.png]


 ([image: image131.png]


 di quadrato sommabile, ossia tali che [image: image133.png]Jo 1601 2ax < +ec



. Introdotta allora la norma [image: image135.png]1£G)I12a




 , lo spazio [image: image137.png]L2



 diviene uno spazio metrico perché la norma così definita induce la metrica [image: image139.png]dif,g) = lIf—gll;



 misurante la distanza dei due vettori f e g e ogni elemento di [image: image141.png]L2



 è una classe di funzioni uguali tra loro a meno di un insieme “piccolo” di punti. Negli appunti precedenti si è visto come tale spazio[image: image143.png]L2



  possa divenire completo di modo che ogni successione di Cauchy abbia limite. 
Se allora [image: image145.png]v €17



 è una funzione d’onda, si ha [image: image147.png]Fy =,



, con [image: image149.png]v, € L2



, dove, per la linearità dell’operatore [image: image151.png]


 , [image: image153.png]Vky,ky €C



 campo dei numeri complessi, deve aversi [image: image155.png]F(kith +kothy) = ki F oy +1oF ¢



.
Facciamo un esempio. Alla grandezza fisica energia  E della meccanica classica corrisponde nella meccanica quantistica l’operatore [image: image157.png]


 tale che [image: image159.png]4 ~Eu =,



.
In generale, considerata la trasformazione [image: image161.png]3



, il vettore [image: image163.png]¢



 è diverso dal vettore [image: image165.png]¢



, però in particolare può accadere che  [image: image167.png]Fy-

Fy



, con F scalare, per cui il vettore trasformato [image: image169.png]


 è proporzionale al vettore ( e in particolare uguale se [image: image171.png]



L’equazione agli autovalori [image: image173.png]Fu=Fu



  è soddisfatta solo da certi autovettori [image: image175.png]yEL?



 in corrispondenza degli autovalori  F della trasformazione, l’insieme dei quali si dice spettro della trasformazione. Una volta fissato l’autovalore F, l’operatore [image: image177.png]


 accorcia o allunga l’autovettore ( ( o lo lascia inalterato).

Gli autovettori  ( si dicono autofunzioni  o autostati.

Possiamo quindi dire che il punto centrale della meccanica quantistica consiste nella corrispondenza tra una determinata  grandezze fisica F della meccanica classica e un operatore [image: image179.png]


 il cui spettro degli autovalori rappresenta i valori che tale grandezza fisica può assumere.

Lo spettro di un operatore quantistico può essere discreto ( ossia discontinuo) come nel caso dell’energia per i livelli energetici di un atomo, oppure continuo come nel caso della posizione che è una grandezza continua, ma esistono pure spettri misti.
Lo spazio metrico  [image: image181.png]L2



 è, come già si è detto,  uno spazio vettoriale con un’operazione interna di somma di funzioni  [image: image183.png](4 25)~

Y+ €L



 e un’operazione di prodotto con uno scalare [image: image185.png]keC



                      [image: image187.png](k) = k€



 [image: image189.png]L2



, inoltre lo spazio [image: image191.png]L2



 è dotato pure di un’operazione di prodotto tra due vettori definito da 
[image: image193.png]W, = [ o ()" ()dx



 (dove l’asterisco indica il numero complesso coniugato) e godente le seguenti proprietà (già dimostrate nell’altro articolo)
1. [image: image195.png](h + s+ W) =W + U3) + (¥ + Uy)



+[image: image197.png](y + ) + (W, + )




2. [image: image199.png](W, h) =W, )




3. [image: image201.png](ke o)

K, )




4. [image: image203.png](4, ki

ke, o)




Per [image: image205.png]U=, =



 si ottiene il quadrato della la norma di un vettore [image: image207.png]AP =0 = |-, HY ()dx =

o | ()P dx



, donde la norma è definita da [image: image209.png]Al = V(w4



 ; inoltre, ricordando che la condizione di normalizzazione [image: image211.png]e |, ) Pdx =




 rappresenta la probabilità di trovare in un dato istante t la particella in tutto [image: image213.png]


, la condizione di normalizzazione per la funzione d’onda è quella che la norma sia unitaria in quanto [image: image215.png]A2 =1= ||



.
Nella teoria degli spazi lineari si studiano gli operatori autoaggiunti; senza entrare troppo nei dettagli, identifichiamo ciò con il fatto che quando facciamo il prodotto di due vettori [image: image217.png]vie iy



di [image: image219.png]L2



 e consideriamo la trasformazione con l’operatore lineare [image: image221.png]velrsF
¥ =Fyel?



, dove F[image: image223.png]€EC



 è uno scalare, si abbia che il prodotto del trasformato del primo vettore per il secondo, sia uguale al prodotto del primo vettore per il trasformato del secondo, cioè che si abbia   [image: image225.png](Feh, )

(¥, Firy)



, [image: image227.png]Vi ¢, € L2



.
Proposizione : Se [image: image229.png]JERT



 è un operatore lineare autoaggiunto, allora gli autovalori di [image: image231.png]


 sono numeri reali.

Dimostrazione: Se F è un autovalore di [image: image233.png]


 e [image: image235.png]


 l’autovettore corrispondente, deve essere [image: image237.png]Fy-

Fy



. Poiché [image: image239.png]


 è autoaggiunto , valendo le proprietà del prodotto interno 3) e 4), si ha:

 [image: image241.png]Elh=WEh=Fhh =W, FH=>FW) =F U h=>F =F >FER



.
Osservazione: Per la precedente proposizione, in meccanica quantistica a una grandezza fisica F, corrisponde un operatore autoaggiunto [image: image243.png]Il



 il cui spettro degli autovalori  è costituito dai  valori reali che la grandezza fisica può assumere.

Proposizione : Se [image: image245.png]


 è un operatore autoaggiunto, i suoi autovettori sono ortonormali.
 Dimostrazione: Se [image: image247.png]¢



 e [image: image249.png]¢



sono due autovettori  distinti di [image: image251.png]


 corrispondenti agli autovalori [image: image253.png]R #F,



 deve aversi che [image: image255.png]Fuy



 [image: image257.png]


 e [image: image259.png]


. Vogliamo provare che [image: image261.png](.7 =0



. Poiché per ipotesi  l’operatore [image: image263.png]


 è autoaggiunto, si ha [image: image265.png](Feh, )

(¥, Firy)



, inoltre per la proposizione precedente                        [image: image267.png](Feh, )

(F¢y, &)

R4, ¢,)



  e [image: image269.png]B¢ ¢,) = B4, )




, da cui consegue 
[image: image271.png]F{.¢) = B4, )= (F - B4, 4

0= (4, )



, in quanto [image: image273.png]F—-F=0




Proposizione : Nell’equazione agli autovalori [image: image275.png]Fy=Fy



 , se [image: image277.png]


 è un autovettore soddisfacente l’equazione, allora anche k[image: image279.png]


, con k[image: image281.png]€EC



 è un autovettore. 
Dimostrazione: E’ sufficiente provare che anche k[image: image283.png]


 soddisfa l’equazione se [image: image285.png]


 la soddisfa. Allora sfruttando il fatto che [image: image287.png]


 è un operatore lineare, si ha [image: image289.png]Fy= Fyp= kF = kFy= Flyp = Fiy



, ovvero k( soddisfa l’equazione.
Proposizione : Un autovettore normalizzato è ancora un autovettore.
Dimostrazione: Un autovettore ( è normalizzato se [image: image291.png]llwll = Ay




, ovvero se la sua norma è unitaria. In base alla proposizione precedente, se moltiplichiamo un autovettore ( di norma non necessariamente unitaria per lo scalare [image: image293.png]ol



, otteniamo ancora l’autovettore [image: image295.png]ol



 avente norma unitaria perché 
[image: image297.png]"uwu"’J(W o = juwu uwu - Juwu uwu"”"” jm‘) jm



.
Riassumiamo i risultati ottenuti:

· Ad ogni grandezza fisica corrisponde un operatore lineare autoaggiunto.

· Lo spettro dell’operatore fornisce i possibili valori della grandezza fisica associata all’operatore.
· Gli spettri degli operatori quantistici sono formati da numeri reali in successione discreta o continua.
· Un operatore quantistico ammette uno sistema di autofunzioni  ortonormali.

Sia allora la base ortonormale [image: image299.png]%)



 dello spazio Hilbertiano [image: image301.png]L2



delle funzioni (, per cui deve aversi 

[image: image303.png]W) = 0={g 1 2 )



, quindi un vettore generico ( è scomponibile rispetto alla suddetta base nel seguente sviluppo in serie di Fourier ([image: image305.png]L=l 50




 [image: image307.png]Y



, con [image: image309.png]ay =)



 componente di ( lungo l’asse k-mo.  

Consideriamo quindi il prodotto [image: image311.png]=W F) = (Bim10x Vi F Bim1 0x ) = (Bim1 O Yo Biema aF ) =
(Ci=10x Y D=1 Qe ) T e F W th)




, nel quale i valori [image: image313.png]


 si possono interpretare come le probabilità dei valori [image: image315.png]


.
Quindi [image: image317.png]@ = Xp=qlax*Fe



 risulta essere il valor medio della grandezza F. 
Per renderci conto di ciò, consideriamo un insieme di n misure [image: image319.png]


con [image: image321.png]


 della grandezza fisica Fin modo che [image: image323.png]My



 sia la frequenza con cui si presenta la generica misura [image: image325.png]


 nelle n misurazioni. Allora il valor medio della grandezza F è:
 [image: image327.png]= Lo Fi _ maxgtodmnx,

o

=1PiF



.
Osservato che nell’impostazione frequentista della probabilità, al crescere del numero delle prove, le frequenze statistiche [image: image329.png]


 dei valori [image: image331.png]


tendono alle relative probabilità, nella formula [image: image333.png]@ = Xp=qlax*Fe



 i coefficienti [image: image335.png]P = lagl?



, sono le probabilità dei valori [image: image337.png]


.
Considerata allora l’equazione agli autovalori [image: image339.png]


, poiché ( è l’autovettore (autostato, autofunzione) che rappresenta lo stato di una particella, se ([image: image341.png]


, ciò vuol dire che la particella è nello stato [image: image343.png]Y



e [image: image345.png]Y



è un autovettore dell’operatore [image: image347.png]


. Poiché [image: image349.png]Gy =Tz &Y,



, per ([image: image351.png]


si ha [image: image353.png]k=
A A {D'kﬂ

Sac=13:=0



. Questo indica che la particella si trova in uno stato in cui la grandezza F assume il valore [image: image355.png]


 con probabilità [image: image357.png]Pr=lapl*=1



, che è quella dell’evento certo. Tali considerazioni ci portano a stabilire che gli autovalori di un operatore [image: image359.png]


 sono i valori che la grandezza fisica F corrispondente può assumere, mentre gli autostati  sono gli stati ( in cui il corrispondente autovalore ha probabilità uguale a 1.
Lo sviluppo [image: image361.png]


 ha il significato fisico che la particella si trova in uno stato in cui i valori [image: image363.png]


 della grandezza F, a cui corrispondono gli autovettori [image: image365.png]Y



, hanno probabilità data da [image: image367.png]P = lagl?



.

Questo è il principio di sovrapposizione degli stati della meccanica quantistica, il quale indica che un oggetto quantistico si trova contemporaneamente in tutti gli stati corrispondenti allo spettro di una grandezza fisica, ciascuno dei quali ha una certa probabilità di manifestarsi quando sulla particella viene effettuata una misura della grandezza fisica in questione. La particella si trova in una sovrapposizione di stati, ciascuno con una sua probabilità rispetto al corrispondente valore della grandezza fisica, evidenziandosi un valore determinato al momento della misurazione.
Consideriamo ora due grandezze fisiche F e G rappresentate dagli operatori [image: image369.png]


 e [image: image371.png]


, siano quindi i rispettivi spettri [image: image373.png]


,[image: image375.png]


 i cui elementi sono i corrispondenti autostati. Le componenti [image: image377.png]ap, =¥,



  e  [image: image379.png]


 degli sviluppi di (, [image: image381.png]Yitp,) Vi,



 e [image: image383.png]2= g0 Vg




, presi in modulo e elevati al quadrato, costituiscono le probabilità per le grandezze [image: image385.png]


 e [image: image387.png]


, e tali probabilità sono le diverse componenti della stessa ( rispetto a diverse basi di autostati corrispondenti a grandezze fisiche diverse.
Tutto questo indica che la funzione [image: image389.png]


 descrive completamente lo stato quantistico di una particella.
.

L’operatore ( ha quindi la proprietà che � QUOTE � ��� � QUOTE � ��� vettori si ha (� QUOTE � ���


Il prodotto delle matrici al secondo membro viene fatto righe per colonne, ossia � QUOTE � ���


La variazione di lunghezza o eventualmente l’identità del vettore x si evidenzia notando che � QUOTE � ���.Se � QUOTE � ��� >1 abbiamo un allungamento, se � QUOTE � ��� <1 un accorciamento, se ( = 1 l’identità.


� QUOTE � ���
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