	Gioco di alternative

in un grafo

	Partendo da una posizione iniziale , si vuole calcolare la probabilità di uscita da un determinato grafo all’aumentare dei cammini. Cominciamo con il definire  grafo una coppia G = (X, F) dove X è un insieme i cui elementi nel nostro discorso sono posizioni intermedie rappresentate da caselle colorate, mentre F è una funzione a più valori di X in sé caratterizzante le possibili alternative. Se y è l’immagine di x tramite la funzione f, con x e y elementi di X, allora si traccia una linea continua munita di freccia che va da x a y. Quindi l’immagine di un elemento x può essere un sottoinsieme di X avente più di un elemento, caratterizzando ciò il tipo di grafo. Si introducono in modo intuitivo le nozioni di arco di un grafo, di estremo iniziale e finale di un arco, di cammino come sequenza orientata di archi, precisando che un cammino è semplice se non utilizza mai due volte lo stesso arco, mentre in caso contrario si dice composto; esso è poi elementare se non passa mai due volte per lo stesso vertice, non elementare se ciò avviene. Si definisce lunghezza di un cammino il numero di archi della sequenza ed infine il grafo è fortemente connesso se ogni coppia di elementi distinti x e y di X ha un cammino da x a y che li unisce. Indichiamo la posizione iniziale con la casella di colore giallo, mentre quella finale col colore verde, Le caselle rosse rappresentano le alternative possibili partendo dalla posizione iniziale, le caselle blu le alternative  possibili tra le caselle rosse e la casella verde di uscita. Il grafo è costruito in modo tale che se vi sono n caselle rosse, ciascuna  di queste è collegata con n-1 caselle blu, per  [image: image2.png]


 In ogni mossa si sceglie di andare casualmente, una volta partiti dalla posizione iniziale gialla, con uguale probabilità, verso una casella che ci porta verso l’uscita. Seguendo il senso delle frecce, risulta possibile andare, percorrendo più volte lo stesso arco in versi opposti, escludendo il caso che da una casella rossa si possa ritornare alla posizione iniziale gialla, oppure che da una casella blu si possa raggiungere l’uscita e ritornare indietro. Ciò è motivato dal fatto che, in un numero indeterminato di mosse,  vogliamo calcolare la probabilità dell’ evento che consiste dal partire dalla posizione iniziale del grafo e raggiungere l’uscita, contemplando anche la possibilità di percorrere più volte lo stesso arco. Una volta ottenuto il valore di tale probabilità, potremo calcolare la probabilità dell’evento complementare di ritornare alla posizione iniziale.
Partiamo dal caso n = 3 in cui la posizione di partenza gialla ha tre collegamenti con case rosse, ognuna delle quali ha due collegamenti 

con case blu, che hanno un solo collegamento con l’uscita.






Partendo dalla posizione iniziale gialla, in una mossa possiamo andare in una casa rossa in tre modi possibili, per cui, definendo la probabilità di un evento come il rapporto tra il numero dei casi favorevoli al verificarsi dell’evento e quello dei casi possibili, la probabilità è 1/3. Partendo da una casa rossa, possiamo avvicinarci all’uscita andando in una casa blu in due modi su tre, per cui la probabilità relativa a tale evento è 2/3. Escludendo ora la possibilità di ritornare indietro lungo lo stesso arco ad una casella rossa, possiamo guadagnare l’uscita verso la casa verde in un solo modo; quindi tale probabilità è quella dell’evento certo, cioè uguale a 1. Applicando ora il teorema delle probabilità composte per eventi incompatibili, la probabilità che avvengano successivamente tali eventi è [image: image4.png]



. Consideriamo successivamente l’evento definito dal partire dalla casa gialla iniziale, arrivare alla mossa successiva ad una casa rossa, quindi alla mossa seguente da questa a una casa blu, ed ora invece di guadagnare l’uscita nella casa verde, si ritorni in una mossa da una casa blu ad una rossa quindi di nuovo in una mossa ad una casa blu, percorrendo lo stesso arco due volte in senso opposto in due mosse consecutive. Ciascuno degli eventi componenti tale evento ha la probabilità 1/3, 2/3, 2/3, 2/3, 1, da cui si ha la probabilità dell’evento composto [image: image6.png]


 In questo caso siamo andati avanti e indietro da una casella rossa a una blu una sola volta. Riepilogando, se non andiamo avanti e indietro da una casa rossa ad una blu, la probabilità di uscire in tre mosse è [image: image8.png]=2
po =3

¢

)



, mentre se si va avanti e indietro una sola volta è [image: image10.png])



.

Iterando tale ragionamento al caso in cui, in mosse consecutive, si vada avanti e indietro più volte su uno stesso arco del grafo da una casa rossa a una blu
, si ottiene una successione[image: image12.png]


  d’infiniti eventi aventi rispettivamente le probabilità [image: image14.png]


.
Per il teorema delle probabilità totali per una successione di eventi incompatibili, si ha che la probabilità che si verifichi almeno uno di tale eventi è data da [image: image16.png]


, la quale essendo una serie geometrica di ragione [image: image18.png]-<1



, è convergente. Se [image: image20.png]-
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 è una sua somma parziale, la somma p della serie è data da [image: image22.png]


, cioè la probabilità che il gioco finisca guadagnando l’uscita è del [image: image24.png]40%



. Allora la probabilità che il gioco finisca ritornando alla posizione iniziale è data dalla probabilità dell’evento complementare, cioè 1 – 0.4 = 0.6, ossia del [image: image26.png]60%.




Complichiamo un po’ il gioco, supponendo che, a partire dalla posizione iniziale gialla, invece di tre alternative in case rosse, ve ne siano quattro e, da ciascuna casa rossa, vi siano ora tre alternative blu. Ripetendo il ragionamento esposto precedentemente, si ha una successione di eventi aventi rispettive probabilità  [image: image28.png]Po
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 da cui si ricava che la probabilità dell’evento unione di tali eventi è data da [image: image36.png]


. Quindi la probabilità nel caso di quattro alternative è cresciuta rispetto al caso di tre alternative.
Allora ha senso chiedersi che cosa succede in generale  alla probabilità nel caso vi siano n > 2 alternative al crescere del numero di queste. E’ semplice iterare il ragionamento al caso generale di n > 2 casa rosse e n – 1 case blu ottenendo:
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Da questo risultato si ricava che, nel caso d’infinite alternative a partire dalla posizione iniziale, la probabilità di uscire dal grafo o di ritornare al punto di partenza è la stessa del [image: image43.png]50%,



 in quanto la probabilità di uscita è data dal limite [image: image45.png]


, come si può vedere nel seguente  grafico.
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